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Resume 

On montre qu'une algebre de Lie resoluble rigide reelle n'est pas necessairement 
completement resoluble. On construit un exemple n®t de dimension min- 
imale dont le tore exterieur t n'est pas forme par des derivations ad-semi- 
simples sur R. Nous etudions les formes reelles des nilradicaux des algebres 
de resolubles rigides en dimension n < 7 et donnons la classification des 
algebres resolubles rigides sur R en dimension 8. 



1 Preliminaries 

Rappellons qu'une algebre de Lie g sur un corps K de caracteristique est 
dite rigide lorsque son orbite dans le schema L„ donne par les relations de Jacobi 
sur la famille des lois d'algebres de Lie sur K" est ouverte sous Taction du groupe 
GL{n,K). Si i?^(0,g) est le deuxieme groupe de cohomologie a valeurs dans le 
module adjoint, le critere de rigidite de Nijenhuis et Richardson ^Hl donne une 
condition sufhsante : si H'^{Q,g) = 0, alors I'algebre g est rigide dans L„. Dans 
0, on montre que sur un corps IK algebriquement clos de caracteristique 0, toute 
algebre de Lie resoluble rigide verifie la decomposition suivante : 

fl = n © i, 

oil n est le nilradical de g et t est une sous-algebre abelienne dont les elements 
sont adg -semi-simples, appele tore exterieur de g. En utilisant cette propriete, 
on pent developper une theorie de racines qui permet classifier les algebres de 
Lie resolubles rigides complexes par rapport au spectre du tore exterieur. 

Definition 1 Un element X G t est dit regulier si la dimension du noyau 
kcTad{X) est minimale. 
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Comme ad{X) est diagonalisable et le nilradical est invariant par cet operateur, 
on pent trouver una base {^i, .., X„ = X} de vecteurs propres telle que {Xi, .., Xp+g} 
soit une base de n, {Xp+^+i, .., X„ = X} soit une base de t et {Xp+i, .., X„ — X} 
une base de ker ad{X). Alors on considere le systeme lineaire de racines S a 
dim — 1 variables Xi dont les equations sont Xi + Xj = Xk si la composante du 
vecteur [Xi.Xj] sur Xk est non nulle. De cette fagon, on obtient un critere de 
rigidite : 

Proposition 1 5j g est rigide, alors pour tout vecteur regulier X on a 
rank(S') = dimn — 1. 

En utilisant ce systeme, on a classifie les algebres de Lie resolubles rigides 
complexes jusqu'a dimension huit pp. De plus, cette propriete lineaire implique 
une autre d'ordre structurale : 

Definition 2 Une algebre de Lie r sur le corps K est dite completement resoluble 
si pout tout X E X les valeurs propres de adX sont des elements de K. 

En particulier, cette structure implique I'existance d'une suite 
r = /„ D In-i D ... D /o = 0, 
oil les Ik sont des ideaux de codimension 1 dans Ik+i- 

Proposition 2 Soit r une algebre de Lie resoluble rigide complexe. Alors r est 
completement resoluble. 

Demonstration. D'apres la proposition 1, pour toute algebre de Lie resoluble 
complexe rigide il existe une base {Xi, ..,Xr} du tore exterieur t telle que les 
valeurs propres des operateurs adjointes sont des entieres. En effet, etant donnee 
une base {Yi, ..,Fr} de t, les valeurs propres des operateurs ad{Yj) sont des so- 
lutions du systeme S{X). Comme celui-ci est a coefficient entiers, il existe une 
base de solutions rationelles, et pourtant on pent trouver une base de solutions 
entieres. ■ 

Dans [2] on a montre I'existence des algebres de Lie rigides complexes non- 
reelles. D'apres le theoreme du rang, ga implique que le tenseur de structure 
du nilradical n'est pas reel, c'est-a-dire, le nilradical n'admet pas des formes 
reelles^. On appellera une algebre de Lie complexe sans formes reelles purement 
complexe. 

Proposition 3 Toute algebre de Lie resoluble rigide complexe g — n (B t dont 
le nilradical n'est pas purement complexe admet des formes reelles. 

La preuve est immediate. En effet, si le nilradical n'est pas purement com- 
plexe, alors les constantes de structure de n sont reelles. Par le theoreme du 
rang, on peut trouver des generateurs du tore exterieur ayant des valeurs pro- 
pres entieres. Alors la restriction par scalaires donne une algebre de Lie reelle, 
appelee la forme reelle normale. Dc plus, toute autre forme reelle (n'0t) possede 
au moins un generateur X € ite\ que ad{X) n'est pas diagonalisable sur M, mais 
X G tvu comme generateur de I'algebre complexifiee. 

^Rappellons qu'une forme reelle d'une algebre de Lie complexe g est une algebre reelle g' 
telle que g' (g) C ~ g. 
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2 L'exemple 



Dans ce paragraphe on montre, par construction d'un exemple, que pour les 
algebras de Lie reelles resolubles rigides la propriete de resolubilite complete ne 
reste pas valable si la forme reelle n'est pas la normale. L'exemple construit est 
aussi de dimension minimale. 

Considerons les lois d'algebres de Lie nilpotentes fli = (]R^,^i) et 02 = 
{MP, ^2) definies dans une base {Xi, .., Xq} par les crochets : 

=X,+i (2<i<4), ^ii{X3,X2)=Xe, ^Il (Xe, X2) = X5, 
fi2{Xi,Xi}=X,+i (2<z<4), ^^2(^3,^2) = -^6, ^^2(^6, ^2) =^5, 

Les algebres ne sont pas isomorphes, et correspondent aux classes d'isomor- 
phisme Nq,q et Nq^i de la liste |7j. Si on considere le produit tensoriel, on a 

01 (g) C ~ 02 ® C. 

Lemme 1 L'algebre Qi = admet une derivation diagonalisable fl et 

une derivation non-nilpotente donnees respectivement par 

fl {X,) = X, {i = 1,2), fl [Xi) = [i- 1)X, {i = 3, 4, 5) , fl (Xfi) = 3^6. 

/2(Xi)=X2, /2(X2) = -Xi fl{Xi) = -XQ. fl{X^)=Xi. 

sur la base {Xi^ .., Xq] . De plus, fl o /i = /i o fl. 

C'est facile de voir que toute derivation non nilpotente de l'algebre (M^,/j,i) 
fait intervenir une combinaison lineaire des derivations fl et . Comme le 
polynome caracteristique de fl sur la base donnee est P (T) = (T^ + l) , 
cette derivation n'est pas diagonalisable sur M. De cette fagon, on obtient une 
algebre abelienne t € Der(0i) constituee par derivations non nilpotentes, mais 
dont seulement une est diagonalisable. 

Lemme 2 L'algebre 02 — (M^,/i2) admet un tore exterieur t de rang 2. 

Toute derivation non nilpotente de l'algebre (R^, 112) fait intervenir unc com- 
binaison lineaire des derivations 

gl (XO =X, (i^ 1, 2) , gl (X,) = {i - 1)X, {i = 3, 4, 5) , g\ (Xg) - 3X6. 
5?(^i)=^2, gl{X2)^X^ gl{Xi)=Xe. gUXe) ^ X^. 

C'est immediat que les derivations sont diagonalisables, et sur la base de vecteurs 
propres 

[x[ = l{Xi+ X2) , X^ = i(X2 - X,),X', = \x^,X'^ = i(X4 - Xe), 

X5 = ^(Xe + X4), = ^^sj 
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on obtient les crochets 



^,2{X[,X'^]^X[^, (^ = 2,3,5), ^l2 [x'^, x^) ^ - X'^, i,2{X'^.X'^)^X'^. 

Les valeurs propres des derivations g\ et g\ sont, respectivement 

a{g\) = (1,1,2,3,3,4) 
a{gl) = (-1,1,0,-1,1,0). 

Pour commodite, on considere les derivations fl — \ (3.9i + 5i ) ct /| i {^g\ + g^) . 
Pour cette base du tore t, les valeurs propres sont : 

fl{X'^ = iXi (l<i<6), 

f^{X-)=X[ (2<^<4), fl(X^^2X[ (^ = 5, 6) . 



Soient Qi — (M^, /ii) et 92 — (R^, M2) les algebres resolubles non nilpotentes 
definies par 

Ml(Xi,X,) =X,+i (2<Z<4), ^i(X3,X2) = X6, Mi(X6,X2) =^5, 

/il(X7,X,) (i = l,2), /2i(X7,X3) = 2X3, Ml (^7, ^5) =4X5, 

Ml (Xr, X,) = 3X, (i = 4,6), Ml (^8,^1) = ^2, Ml (^8,^2) --^1, 

Ml {Xq, X4) — — Xg, Ml (-^^87 Xq) — X4. 

M2(Xi,X,) =X,+ i (1 = 2,3,5), M2(^3,^2) =-^5, M2(^2,^4) -^6, 

l22{Xr,X,) = X, l<i<6, Jl2{Xs,X,) ^ X„ (^ = 2,3,4), 
M2(X8,X,) =2X, (z = 5,6). 

sur une base {Xi, ..,Xs}. On observe que le nilradical de % est isomorphe a 
Qi pour i = 1,2. Pour la deuxieme algebre, nous utilisons une base de vecteurs 
propres de Q2- 

Lemme 3 Les algebres gi ® C 2± 92 ® C sont isomorphes. De plus, Valgehre 
01 (8> C est rigide d cohomologie nulle. 

En effet, I'algebre gi ® C coincide avec I'algebre resoluble rigide de la 
liste [H]- En particulier, il en resulte que H'^{qi C, gi ® C) = 0. 



Theoreme 1 Les algebres de Lie gi et 92 sont rigides completes sur R. De 
plus, 01 n'est pas completement resoluble. 

Demonstration. D'apres le lemme 3, I'algebre complexifiee 02 ® C de 02 est 
rigide et satislait H^(q2 C, 02 ^ C) = 0. D'apres les proprietes de la cohomolo- 
gie, le deuxieme groupe de cohomologie de 0i et 0i est aussi nul, ce qui montre 
la rigidite en applicant le theoreme de rigidite de Nijenhuis et Richardson. Con- 
siderons I'operateur adjoint adji^ (Xs). Sur la base {Xi, ..,Xg,}, cet operateur 
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est donne par la matrice 
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et comme le polynome minimal est m (T) = T + T^, adp^ (Xs) n'est pas diago- 
nalisable sur R, alors I'algebre n'est pas completement resoluble. 
D'un autre cote, I'algebre 02 et I'algebre dans [S] ont les memes constantes 
de structure, ce qui prouve que cette forme reelle est la normale. La completude 
est une consequence de la suite bien connue ^ : 



et la nuUite du groupe de cohomologie. ■ 

L'algebre gi admet une decomposition = 0i95t, ou t est une sous-algebre 
abelienne de Dergi generee par Xj et Xg. Cependant, tout vecteur de gi qui 
soit ad-semi-simple fait intervenir une combinaison lineaire des vecteurs Xj 
et Xs, et comme adji^ i^s) n'est pas diagonalisable, la seule possibilite c'est 
considerer des multiples du vecteur X^. De cette fagon, au contraire que dans le 
cas complexe, I'algebre gi n'admet pas une decomposition du type gi = gi ® 6, 
ou i est une sous-algebre abelienne de Der{gi) generee par des elements ad- 
semi-simples. Dans ce cas I'algebre t joue le role du tore maximal de derivations 
et tout systeme lineaire de racines associe au vecteur regulier X^ est de corang 1 
et dimt = 2. Cette remarque montre que, pour couvrir le cas reel, la theorie des 
systemes lineaires obtenue en pQ, ainsi comme les notions du graphe des poids 
PIE], doient etre modifiees. En particulier, on obtient le critere suivant : 

Proposition 4 Soit g une algebre de Lie resoluble rigide complexe. Alors seule- 
ment la forme reelle normale gR est completement resoluble. 

Demonstration. En cffct, si g admet des formes reelles, la forme normale a 
les memes constantes de structure, alors elle est completement resoluble. Comme 
en tout cas la partie nilpotente a des constantes de structure sur R, si la forme 
reelle g' n'est pas la normale, alors son nilradical possede une derivation non 
diagonale sur R mais sur C qui appartient au tore exterieur. En consequence, 
g' n'est pas completement resoluble. 



3 Classification reelle jusqu'a dimension 8 

Soit g algebre de Lie reelle. Alors on a dimH^ (fl^s) = dimiJ^ (g®C,g®C), 
etant donne que les coefficients du systeme qui donne les cocycles est a coeffi- 



dimZ?er(g) = dimg + dimiJ^(g, g) 
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cients reels. Alors on peut etablir I'equivalence suivante 



Comnie consequence, pour les algebres algebriquement rigides^, une algebre qui 
ne soit pas purement complexe est rigide si et seulement si les formes reelles sont 
rigides. On peut prouver facilement que pour dimension n < 8, toute algebre de 
Lie rigide sur C est a cohomologie nuUe. Alors, pour obtenir une classification 
reelle, il sufSt d'ajouter les formes reelles correspondantes. Comme en dimension 
n < 5 la classification des algebres de Lie nilpotentes sur M et C coincide, la 
classification des algebres de Lie resolubles reelles en dimension n < 7 est la 
meme L'exemple anterieur montre que en dimension 8, la classification reelle 
differe de la complexe. 

Proposition 5 Soit q une algebre de Lie resoluble algebriquement rigide de 
dimension 8 reelle dont le tore contient au moins une derivation non-diagonale. 
Alors le nilradical n est de dimension to < 6. 

Demonstration. Soit g de rang 1, c'est-a-dire, dimn = 7. Comme tout 
espace complementaire de n dans g est de dimension 1, genere par un vecteur 
X, et I'operateur ad {X) n'est pas diagonalisable sur R (mais sur C), les valeurs 
propres de ad{X) sont purement imaginaires ou zero. En effet, la forme de 
Jordan reelle de ad{X) restreint au nilradical est une matrice du type 



oil fc > 1 et Xi,ai,bi G M . Par la dimension impaire de n il existe au moins 
un valeur propre reel. D'apres la preuve de la proposition 2, les valeurs pro- 
pres complexes de ad{X) sont un multiple (complexe) d'une suite des nombres 
entieres. En consequence, ils sont tons reels ou imaginaires pures, d'oii A = 
est necessairement un valeur propre du operateur ad(X). Alors I'algebre rigide 
complexifiee admet zero comme poid. D'apres la classification de 01, une algebre 
de Lie resoluble de rang un admettant A = comme poid ne peut pas etre rigide, 
d'oii I'affirmation. ■ 

Proposition 6 Soit g une algebre de Lie reelle resoluble et algebriquement 
rigide de dimension 8. Alors q est isomorphe a I'une des formes reelles nor- 
males {xs,i)K des algebres de la liste ]Tl oil a I'une des formes reelles suivantes : 

^On appelle une algebre algebriquement rigide si elle satisfait le critere de Nijenhuis et 
Richardson (voir 1101 ). 



/ Ai ai 

-ai Ai 



ad {X) 



Afc ttk 
-a.k Afc 



V 



bs J 
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[Xs , X4] 



3X, 



(2 < « < 4) , 
(* = 1,2), 
(*-4,6), 
[Xs, Xa] = X4. 



[X3, 
[X7, 
[Xs, 



X2] 
X3] 
Xi] 



— Xq, 

= 2X3, 

= X2, 



[Xe, 
[X7, 
[Xs, 



X2] 
X2] 



= ^5, 
= 4X5, 
= -Xi, 



^S,29 



[Xi,X,] 


— Xi+2 


(2 < i < 4) , 


[^2,^3] 


— Xq, 


[X2,X4] = 


[X7,X,] 


= x. 


(i = l,2), 


[X7,X,] 


= 2X„ 


(* = 3,4), 


[X7,X,] 






[^8,^1] 


= X2, 


[^8,^2] = 


[Xs,X5] 


= Xf„ 


[Xs, Xq] = — X5. 









Demonstration. Comme les algebres resolubles rigides complexes de di- 
mension n < 8 sont rationelles, alors la forme normale des classes d'isomor- 
phisme Xs.i de la liste PP sont rigides comme algebres reelles. D'apres la remarque 
anterieure, il sufRt determiner les formes normales des algebres nilpotentes qui 
apparaissent comme nilradical d'une algebre de Lie resoluble complexe rigide en 
dimension 8 et possedent des derivations non diagonales sur M. ^a implique que 
la dimension du nilradical est 6 ou 7, mais par la proposition 5, la dimension 
ne pent pas etre 7. Le probleme est alors reduit a voir les formes reelles des 
algebres nilpotentes complexes de dimension 6. Parmi ces algebres, seulement 
A/6,6 ® C — A/e,? C et A/6,12 ® C ~A/6,i4 ® C aparaissant comme des nilradicaux 
des algebres de Lie rigides complexes Xs,22 et r8,29 de la liste |8j, 011 les algebres 
A/6,6: A/ejjA/e, 12 et A/6,14 sont defnies par les crochets : 

1. AA6,i2 : 

[Xi,X2] — X4, [XijX^] = X^, [Xi,X4] = X^, [X2,X4] — Xg. 

2. AA6,i4 : 

[Xi,X2] — X4, [XijX^] — Xc,, [Xi,X4] ~ Xa, [X2,X:^] = Xg, 
[X2, X4] = —X5. 

Les algebres A/'6,6 et Af^j sont celles employees dans I'exemple de la section 2. 
L'algebre Afe,i2 admet un tore exterieur t de dimension 2, et la somme semi- 
directe A/'6,i2©t est isomorphe a l'algebre r8,29 de [Sj. L'algebre A/6,14 admet 
seulement une derivation diagonalisable, et une nondiagonalisable. La somme 
semi-directe correspond a r| 29- 
■ 

Remarque finale 1 On pent se poser la question si pour les algebres de Lie 
complexes et reelles la rigidite se preverse par complexification et realification 
(comme pour la semi-simplicite) . Ici il y a deux problemes : D'abord, on peut 



7 



construire des algebres resolubles complexes sans formes reelles (voir f^). et la 
nullite de la cohomologie n'est pas une condition necessaire. Est-ce que on pent 
trouver des algebres reelles rigides g sur 9^ (et dont dimiJ^(0,g) ^ qui ne 
soient pas rigides sur C ? On peut conjeturer qu'une algebre de Lie reelle est 
rigide (sur le corps reel) si et seulement I'algebre complexifiee Vest sur le corps 
complexe. Mais pour les algebres avec cohomologie non nulle il nous manque 
d'une methode effective qui nous permet d'etudier la rigidite. Surtout pour rank 
un, Vexistance de formes reelles non normales equivaut a la conjecture posee 
dans ^ concernant I'impossihilite du poid A = dans le cas complexe. 

References 

[1] J. M. Ancochea, M. Goze, Le rang du systeme lineaire des racines d'une 
algebre de Lie rigide resoluble complexe, Comm. Algebra 20 (1992), 875- 
887. 

[2] J. M. Ancochea, M. Goze, On the nonrationality of rigid Lie algebras, Proc. 
Am. Math. Soc. 127 (1999), 2611-2618. 

[3] J. M. Ancochea, R. Campoamor-Stursberg. 2-step solvable Lie algebras and 
weight graphs, Transf. Groups 7 (2002), 307-320. 

[4] R. Campoamor-Stursberg. on the invariant of rigid Lie algebras up to di- 
mension 8, J. Phys. A : Math. Gen. 35 (2002), 6293-6306. 

[5] R. Campoamor-Stursberg. A graph theoretical determination of solvable 
complete Lie algebras. Linear Alg. Appl. 372 (2003), 53-66. 

[6] R. Carles, Sur la structure des algebres de Lie rigides, Ann. Inst. Fourier 
34 (1984), 65-82. 

[7] A. Cerezo, Les algebres de Lie nilpotentes reelles et complexes de dimension 
6, Prepublications Universite de Nice, 1983. 

[8] M. Goze, J. M. Ancochea, Classification of rigid Lie algebras, J. Algebra 
245 (2001), 68-91. 

[9] A. L Mal'cev, Solvable Lie algebras, Izv. Akad. Nauk SSSR 9 (1945), 329- 
356. 

[10] A. Nijenhuis, R. W. Richardson, Deformations of Lie algebra structures. J. 
Math. Mech. 17 1967 89-105. 



8 



